Matematicka indukce a infima/suprema (2. tyden)

Teorie

Definice. Pro zobrazeni f: X - Y, AC X a C CY definujeme

e f(A), obraz mnoZiny A pii zobrazeni f, jako

fA)={yeYy: Jzecd:y=f)} =] fl),

T€A
e f71(C), vzor mnoziny C pri zobrazeni f, jako
fFHO)={z e X f(z)ecC}.
Definice (omezend mnozina, sup, inf). Necht (T,+,-,0,1,<), kde (T, +,-,0,1)
je uspordadané téleso a M C T. Prvek x € T nazjvime
1. horni zdvorou mnoziny M, pokud pro kazZdé y € M plati y < x
2. dolni zdavorou mnoziny M, pokud pro kazdé y € M plati y > x

3. supremem mnoZiny M, pokud je x horni zavora M a navic pro kazZdé y
hornt zdvoru M plati y > x,

4. nfimem mnoziny M, pokud je x dolni zdvora M a navic pro kazdé y
dolni zavoru M plati y < x,

MnoZinu M nazgvdme zdola (shora) omezenou, pokud md néjakou dolni (horni)
zdvoru, M mnazveme omezenou, pokud je zdola i shora omezend.

Fakt. KazZdd neprdzdnd shora omezend mnozZina v R md supremum. KaZdd
neprdzdnd zdola omezend mnoZina v R md infimum.

Vé&ta (Archimedova vlastnost R). Pro kaZdé x € R existuje n € N takové, Ze
n>ax.



Piiklady na procviceni

1. Dokazte, Ze pro v8echna n € N plati:

(a) 1+2)" >14+nz, x> -1,

(b) (binomicka véta) (a + b)" = (Z) akpnk
k=0
2. Dokazte, ze plati
(a) ACfHf(A)prof: X —-YaACX,
(b) f(f YB)CBprof:X—=YaBCY.
3. Necht M C R. Dokaite:

(a) je-li @ = max M, tedy a je horni zavorou M a a € M, potom plati
a=sup M.

(b) je-li b = min M, tedy b je dolni zadvorou M a b € M, potom plati
b = min M.

4. U nasledujicich mnoZin naleznéte sup, inf, max a min (pokud existuji).
Ovéite z definice.

(a) M = (0,1],
(b) M = [0,00),

(¢) M= {mﬁn;m,neN},

(d) M:{ 2—m2;n,m€N}.

5. Nechf A, B jsou neprazdné omezené podmnoziny R. Dokazte:
a) inf(—A) = —sup 4
b) sup(4A + B) = sup A + sup B
Definujeme —A = {x;—x € A}, A+ B={z;z2=xz+vy,z € A,y € B}.

6. Nechf A, B jsou neprazdné omezené podmnoziny R. Lze obecné vyjadfit

(a) sup(AU B),
(b) sup(A N B),

pomoci sup A a sup B (v bodé (b) za predpokladu, 7e mnozina A N B je
rovnéz neprazdnd)?



